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Resumo. Neste trabalho é descrita a solugdo da equacdo de transferéncia de calor por
conducéo em meios unidimensionais e bidimensionais com o uso de computacéo paralela,
que constitui uma ferramenta fundamental para a obtencdo de solucBes numéricas para
problemas de engenharia. E empregada a biblioteca de funcdes MPI (Message Passing
Interface), utilizada em programas que exploram a existéncia de multiplos processadores
baseando-se na passagem de mensagens. Como primeiro caso-teste € considerado um
problema de transferéncia de calor transiente unidimensional. Usando uma aproximacdo de
diferencas finitas explicita com uma técnica de decomposicdo de dominio, o algoritmo fica
totalmente paralelizavel. E também considerado um segundo caso-exemplo em um meio
bidimensional homogéneo para o qual é empregada uma formulacdo implicita. O meio &
dividido em dois subdominios, e para os nés da malha computacional localizados na
interface a temperatura no meio adjacente é tomada com um atraso de um intervalo de
tempo, o que torna, o algoritmo paral€elizavel.

Palavras-chave: Transferéncia de calor, Conducdo, Decomposi¢éo de dominio.

1. INTRODUCAO

A andlise da transferéncia de calor em meios compostos por diferentes materiais tem
aplicacdo em varios problemas relevantes em engenharia, tais como em projeto e operacdo de
equipamentos e instrumentos ( Frias Suarez e Darias Gonzalez, 1996, 19964), ou entdo o
calculo do fluxo de calor em paredes compostas de edificacOes (Beyer e Vilhena, 1998) ou de
camaras frigorificas ( Silveira et a., 1998). O estudo do comportamento térmico de materiais
compostos com 0 uso de processamento paralelo tem atraido muito interesse (Dallalana et
al.,1998). Para poder empregar o0 processamento paralelo na solucdo de problemas de
engenharia, tanto com vetorizagdo quanto com a utilizacdo de varios processadores, algumas
técnicas tém sido desenvolvidas tais como a reordenacdo de nds nas malhas computacionais
(L6hner, 1998) e decomposicdo de dominio (Tallec et al., 1998).

Silva Neto e White (1994, 1994a) resolveram um problema de escoamento de fluidos em
mei 0S porosos ndo saturados usando processamento paralelo. Foi tentado o uso de vetorizacdo



com uma reordenacdo do tipo Red-Black (checker board), mas a complexidade inerente das
equacdes que estavam sendo tratadas ndo permitiram uma vetorizagdo adequada. Porém, o
uso da decomposicéo do dominio permitiu 0 uso bem sucedido de processamento paralelo.
Estes mesmos autores aplicaram com sucesso a reordenagdo do tipo Red-Black e a
decomposi¢cdo de dominio na solugdo de um problema envolvendo mudanca de fase em um
meio bidimensional (Silva Neto e White, 1994b).

Tém sido desenvolvidos recentemente softwares que permitem o uso simultaneo de
estacOes de trabalho que estgjam ligados em rede, sendo citados como exemplo: PVM-
Parallel Virtual Machine (Geist et a., 1994) e MPI -Message Passing Interface ( Pacheco,
1995). A biblioteca de fun¢bes MPI baseada na passagem de mensagens, € um dos primeiros
padrdes desenvolvidos na programacao paralela ( Pacheco, 1995 ), e é neste trabalho usada
para a solugdo do problema de transferéncia de calor por condugdo em meios unidimensionais
e bidimensionais usando estaces de trabalho em paraelo. O acesso a ambientes de
desenvolvimento de programas computacionais com processamento paralelo usando
microcomputadores, ou estactes de trabalho, permite que os pesquisadores possam testar seus
codigos antes de submeté-los as maquinas paralelas propriamente ditas, onde obviamente o
custo de processamento € maior (Cruz, 1998, Dallalana et al., 1998).

Dawson et a. (1991) e Dawson e Dupont (1994) desenvolveram formulagtes
explicitasimplicitas de forma a permitir a paralelizacéo do agoritmo de solucéo do problema
de transferéncia de calor. Primeiro fizeram a decomposi¢cdo do dominio, depois aplicaram
uma formulagdo explicita(caso unidimensional) e uma combinacéo explicita-implicita (caso
bidimensional), em diferencas finitas para os nés localizados nas interfaces dos subdominios.
Com isto conseguiram o desacoplamento dos subdominios, podendo usar entdo, uma
formulacdo implicita em diferencas finitas no interior de cada subdominio, sendo cada um
deles atribuido a um processador independente. Primeiro sdo calculadas as temperaturas para
0s nos localizados nas interfaces e depois, devido ao desacoplamento entre os subdominios,
os cal culos podem ser realizados em paralelo.

No primeiro caso-exemplo que serd aqui apresentado, tem-se um meio unidimensional
composto por placas. Usando uma formulagéo explicita em diferencas finitas o algoritmo fica
totalmente paraelizavel. O meio é subdividido em subdominios, que correspondem a cada
uma das placas, sendo cada um destes atribuido a um processador independente, sendo os
calculos realizados em paralelo. S&o apresentados resultados de speed-up (S,) e eficiéncia (n).

No segundo caso-exemplo € considerado um meio homogéneo bidimensiona dividido
em subdominios. E usada uma formulagdo implicita em diferencas finitas no interior de cada
subdominio. Como os pontos na interface dos subdominios precisam de temperaturas em
pontos no interior dos subdominios adjacentes o algoritmo ndo é paralelizavel. Para contornar
essa dificuldade usamos uma variante do método proposto por Dawson et a (1991) e Dawson
e Dupont (1994). No interior de cada subdominio resolvemos com o método de Gauss-Seidel
0 sistema de equacgdes algébricas lineares resultantes da aproximacdo por diferencas finitas
com formulacdo implicita para o problema de conducdo de calor. Quando 0 nO estiver
localizado na interface de dois subdominios, a temperatura no dominio adjacente é tomada
com atraso de um intervalo de tempo. Desta forma todos os subdominios sdo desacoplados,
permitindo o calculo em paralelo.

2. FORMULACAO MATEMATICA
2.1 Caso Exemplo 1

Conforme representado na Figla, neste caso exemplo consideramos um meio composto



por trés placas, onde a transferéncia de calor por condugdo acontece somente ao longo da
coordenada espacial x.

Considerando que as superficies externas do meio x=x=0 e x=x3 estdo isoladas
termicamente, e que o contato térmico nas interfaces é perfeito, obtém-se a seguinte
formul acdo matemética:

0°T (xt) 1 1 oT,(xt)

—alxz +k_|g' (x,t) :a_| lat X, <X<x, t>0 1=123 (12)
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(a) meio continuo (b) decomposicao de dominio

Figura 1- Meio unidimensional

onde T, representa a temperaturano meio | , com 1=1,2 ou 3, k € a condutividade térmica, a
é adifusividade térmica, ou sgja, ai= ki /p ¢y, onde p € adensidade e ¢, € o calor especifico,
g € aintensidade da fonte térmica volumétrica, e To € atemperaturainicial do meio. Deve ser
observado que cada placa que compde 0 meio possui a espessura x-X.; com 1=1,2 ou 3.

2.2 Caso Exemplo 2
Conforme representado na Fig.2a, neste caso exemplo é considerado um meio

homogéneo bidimensional. Considerando condi¢bes de contorno dos trés tipos, Dirichlet,
Neumann e Robin, aformulacgo matematica do problema de conducéo de calor € dada por:



2 2
0T +6 T +ig(x,y,t):£aT(X’y’t)

x> ay* k a ot O<x<a 0<y<b ~ t>0 (2a)
kg—;r(:h(T—Tf) x =0, t >0, (2b)
T(Xy,t)=T, X=a, t>0, (2c)
T(X y,t) =T, y=0 t>0, (2d)
‘;_-;:o y=bh, t>0, (2€)
T(xy,t) =T, 0<x<a, 0<y<hb, t=0, (2f)

3. DECOMPOSICAO DE DOMINIO
3.1 CasoExemplol

Neste caso exemplo é usada uma aproximacdo por diferencas finitas com formulacéo
explicita para a solugdo do problema transiente, tornando o algoritmo, portanto, totalmente
paraelizavel. Cada placa do meio composto foi atribuida a um processador (estacdo de
trabalho) diferente.

NaFig. 1b é representada a decomposicdo de dominio utilizada e naFig. 3a é apresentada
uma representacdo esquematica da distribuicdo de tarefas nos trés processadores com o uso da
biblioteca MPI.

3.2 Caso Exemplo2

Neste caso exemplo é usada uma aproximacdo por diferencas finitas com formulacéo
implicitano interior de cada subdominio. De forma a obter um a goritmo paralelizavel, para o
né pertencente a interface dos subdominios sdo tomadas as temperaturas dos nés no
subdominio adjacente com um atraso de um intervalo de tempo.

Na Fig. 2b é representada a decomposicéo de dominio para este caso-exemplo e na Fig.
3b é apresentada uma representagdo esquemdtica da distribuicdo de tarefas nos dois
processadores com o uso da biblioteca MPI.
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>
(8) meio continuo (b) decomposigao de dominio

Figura 2- Meio bidimensional homogéneo
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Figura 3- Representacdo esquemética da distribuicéo de tarefas



Deve ser observado que o nd locdizado na interface entre dois subdominios sera
calculado duas vezes, ou sgja, uma vez em cada subdominio. Apds cada intervalo de tempo,
onde os processadores calcularam em paralelo as temperaturas para os nés da maha contidos
no interior dos subdominios, e também na interface dos mesmos, é calculada uma média das
temperaturas obtidas para os nés localizados na interface, antes que segja dado o préximo
passo ha mal ha temporal.

Temos agqui a preocupacdo da violagdo do balanco de energia com o procedimento
proposto. S80 apresentados na proxima secdo, resultados que comprovam que os calculos
realizados com apenas um processador e com dois processadores s& muito proximos ( ver
Tabela 2) . Os resultados foram obtidos justamente para os nés localizados na interface de
dois subdominios, onde uma maior diferenca seria esperada.

Foi realizado um segundo teste onde a temperatura na interface para o processador P, é
sempre considerada com um intervalo de tempo de atraso, sendo calculada, portanto, apenas
no processador P1. (ver Tabela 3)

Desta forma os dois subdominios sdo totalmente desacoplados, ndo necessitando do
cdculo de uma temperatura média a cada intervalo de tempo. Por este motivo o bloco que
representa este calculo na Fig. 3b possui o contorno pontilhado. Ele somente sera usado no
primeiro teste.

4. RESULTADOS

Antes de apresentar 0s resultados faz-se necessaria a colocagéo de dois conceitos que
serdo utilizados a seguir. O primeiro é o speed-up (S,) obtido com o processamento paralelo,

S == 3

onde ts, € 0 tempo de CPU para o célculo feito com apenas um processador e t, € o tempo de
CPU para o calculo feito com p processadores.
O segundo conceito é relacionado a eficiéncia (1) no uso de p processadores, ou sgja,

n=>
0 @

Em uma situacéo ideal,
ts=ptp M- S=p RN n=1 (5)

Porém, com 0 uso de processamento paralelo, ocorre um custo adicional relacionado a
distribuicdo de tarefas aos processadores. Na Fig. 3a esta atividade est4 representada pelo
bloco MPI, e na Fig. 3b, além deste, ocorre também o cdlculo das temperaturas médias na
interface.

De forma genérica escreve-se,

tr=t +1p, (6)

MPI p

onde

t = max(ty,) k=12,..,p

(7)
sendo ty 0 tempo de processamento em cada processador e tyg , representa principalmente o
tempo para distribuicdo de tarefas para os p processadores.



Levando a Eq.(6) na Eq.(3) obtém-se

ts

s=—
Tupip T Une (8)

Paraque S, >1, é necessario que

tup, Hp, < t, M- tu < Lta (9)

Assumindo a situagdo limite mais simples
=t,=..=t t. = pto, (10)
obtém-se

tMPIp < ( P _1)t Px
Para dois e trés processadores obtém-se respectivamente,

(11)

typy , < to, € Lyl , < 2t p, (12)

Como o tempo de comunicagdo com a biblioteca MPI, typi,, € elevado, os caculos a
serem realizados por cada processador tém que ter um porte que faga com que o tempo
computacional satisfaca a desigualdade (11) para que 0 uso de processamento paralelo sga
vantg 0so.

S80 apresentadas a seguir as tabelas com os resultados para os casos exemplo descritos
nas secoes 2 e 3. A Tabela 1 mostra os dados relacionados ao tempo de processamento em
trés testes diferentes, feitos para um processador (ts) e para trés processadores (ty).

Dados do Caso Exemplo 1. ( Para simplicidade dos testes séo consideradas placas de materiais idénticos)
L=0.07 m (espessuradecadaplaca)

g=0 Wm® (placasle3)

g=10° Wm®  (placa?2)

k=21 W/mK

p=7817 kg/m®

=460 JkgK

Tabela 1. Caso Exemplo 1-Meio unidimensional composto por trés placas.

Teste AX At ts ty S, n
1 0.0001 m 0.0005 s 61s 44's 1.38 0.46
2 8.75x 10°m 0.0005 s 786 479s 1.64 0.55
3 7x 10°m 0.0005 s 100.5s 51s 1.97 0.66

Dados do Caso Exemplo 2 para o teste 1. ( E considerada uma malha computacional com 101x101 ns)
a=b=0.1 m (comprimento e largura da placa)
g=10° Wm®

k=4 WmK

a=10" /s

Tc=30°C

h=1000 W/ n*°C

T=100°C

tolerancia=10"

At=5s

Ax=0.001 m



t=567.3s S=151
t,=376.1s (p=2) n=0.75

Tabela 2. Caso Exemplo 2 (teste 1*) - Meio bidimensional. Comparacéo das temperaturas
calculadas com um processador (1p) e com dois processadores (2p).

no (i,j) temp. (°C) - 1p temp.(°C) - 2p
coluna 1l (i=1)
1,1 140.036 140.036
1,2 140.034 140.035
(1,3 140.028 140.028
(1,98) 73.1959 73.196
(1,99 65.0006 65.0006
(1,100) 52.7233 52.7233
(1,1012) 30 30
coluna 51 (i=51)
(interface)
(51,1) 356.011 356.009
(51,2 355.993 355.995
(51,3) 355.942 355.943
(51,98) 59.2137 59.2138
(51,99) 49.7187 49,7187
(51,100) 39.9822 39.9822
(51,101) 30 30
coluna 100 (i=100)
(100,2) 42.1994 42.1993
(100,2) 42.1988 42.1989
(100,3) 42.1973 42.1973
(100,98) 31.8505 31.8505
(100,99) 31.3257 31.3257
(100,100) 30.7253 30.7253
(100,101) 30 30

*Temperatura na interface cal culada nos dois processadores (ver se¢éo 3.2)

Dados do Caso Exemplo 2 para o teste 2. ( E considerada uma malha computacional com 100x100 n6s)
a=b=0.1 m (comprimento e largura da placa)
g=10° Wm®

k=4 WmK

a=10" /s

Tc=30°C

h=1000 W/ n*°C

T=100°C

tolerancia=10"

At=5s

Ax= 0.0010101 m

t=542.2s S=1.69

t,= 320.5s(p=2) n=0.85

Tabela 3. Caso Exemplo 2 (teste 2*). Comparac&o das temperaturas cal culadas com um
processador (1p) e com dois processadores (2p).

né (i,j) temp. (°C) - 1p temp. (°C) - 2p
colunal (i=1)
(1,1 140.051 140.049
(1,2) 140.048 140.047

(L3) 140.042 140.04




Tabela 3 — Continuagéo

(1,97 73.4019 73.4018

(1,98) 65.1854 65.1853

(1,99 52.8598 52.8598
(1,100) 30 30

coluna 50 (i=50)
(interface)

(50,1) 356.641 356.582

(50,2) 356.623 356.567

(50,3) 356.627 356.514
(50,97) 59.5499 59.5423
(50,98) 49.9444 49.9426
(50,99) 40.1234 40.0966
(50,100) 30 30

coluna 99 (i=99)

(99,1) 42.3249 42.324

(99,2 42.3243 42.3236

(99,3 42.3288 42.322
(99,97) 31.8833 31.8833
(99,98) 31.3494 31.3494
(99,99) 30.7385 30.7385
(99,100) 30 30

*Temperatura na interface cal culada apenas no processador P; (ver secdo 3.2)

Os resultados apresentados nas tabelas 2 e 3 indicam que o algoritmo usando o célculo da
temperatura dos nés da interface apenas em um dos processadores (P;) possui um
desempenho um pouco superior, sem perda na qualidade dos resultados.

5. CONCLUSOESE TRABALHO FUTURO

Os resultados apresentados na secdo anterior comprovam que os algoritmos aqui
propostos permitem o desacoplamento dos subdominios em que meio € decomposto, de forma
que os calculos nos mesmos segjam realizados em paralelo sem que ocorra perda significativa
de precisdo. Estes foram os primeiros resultados obtidos empregando estes algoritmos. Sera
realizada uma investigacdo mais detalhada dos mesmos de forma a aplicdlos em meios
bidimensionais heterogéneos, bem como em meios com propriedades térmicas dependentes da
temperatura.
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SOLUTION OF THE HEAT CONDUCTION EQUATION WITH DOMAIN
DECOMPOSITION

Abstract. In this work the solution of the heat conduction equation in one-dimensional
and two-dimensional media is described using parallel computation that consists on a
fundamental tool in obtaining numerical solution for engineering problems. We have
employed the library MPI (Message Passing Interface) that is used in computational codes
that take advantage of the existence of multiple processors based on message passing. As a
first test case we consider a one dimensional heat transfer problem. Using an explicit
approximation by finite difference combined with the domain decomposition technique , the
algorithm is totally parallelizable. It is also considered a second test case in a two-
dimensional homogeneous medium for which an implicit formulation is applied. The medium
is split in two subdomains, and for the nodes of the computational mesh located at the
interface the temperatures of the adjacent subdomain are taken with one time step lag, which
turns the algorithm fully parallelizable.

Key-word: Heat transfer, Conduction, Domain decomposition.



